
Introducere în Metoda Elementelor Finite, 
cu aplicaţii în Mecanica construcţiilor



1. Introducere. Concepte de bază
Metoda Elementelor Finite(MEF) sau Analiza cu Elemente Finite(FEA) are la 
bază conceptul construirii unor obiecte complexe cu ajutorul unor elemente 
simple sau a divizării unor obiecte complexe în piese mici uşor manipulabile. 
Aplicaţii ale acestui concept simplu poate fi găsit cu uşurintă în viaţa reală şi în 
special în inginerie.

Exemple:

Lego

Construcţii 



Aproximarea ariei uni cerc

Aria unui singur triunghi:

Aria cercului:

unde N este numărul total de triunghiuri (ELEMENTE)

Concluzie: Obiecte cu forme geometrice complexe pot fi 
reprezentate prin forme geometrice simple numite = Elemente



De ce Metoda Elementelor Finite ????

1) Procedee utilizate în proiectare:

• Calcule manuale

• Metode experimentale

• Simulare numerică cu ajutorul calculatorului electronic

2) MEF/FEA este la momentul actual cea mai utilizată metodă de simulare 
numerică implementată pe calculator în inginerie

3) MEF este integrată cu aplicaţii specifice CAD/CAM

4) Interfeţe grafice atractive şi utile în prelucrarea datelor de intrare sau 
interpretarea rezultatelor



Metode numerice de rezolvare a ecuaţiilor 
diferenţiale cu derivate parţiale

Numeroase fenomene fizice întâlnite curent în ştiinţă şi inginerie pot fi matematic 
descrise prin ecuaţii diferenţiale cu derivate parţiale (EDDP).

În general, rezolvarea acestor ecuaţii prin procedee clasice analitice este 
aproape imposibilă pentru forme geometrice arbitrare.

Metoda elementelor finite (MEF) este un procedeu numeric prin care EDDP pot fi 
rezolvate aproximativ.

Metoda elementelor finite are la bază alegerea unor funcţii de aproximare
pentru rezolvarea EDDP. 

Modelarea cu elemente finite (EF) este utilizată în diferite domenii pentru 
rezolvarea problemelor de analiză statică sau dinamică: mecanica solidului 
deformabil, mecanica fluidelor, electromagnetism, biomecanica etc.



Aplicaţii ale MEF în inginerie

Mecanică, Inginerie aerospaţială, Inginerie Civilă, Ingineria automobilelor ...

Analiză structurală (static / dinamic / liniar / neliniar)

Analiză termică / curgerea fluidelor

Electromagnetism

Mecanica pământului

Biomecanică .....

Exemple:







Scurt istoric al evoluţiei MEF

1943 ..... Courant (Metode Variaţionale)

1956 .....Turner, Clough, Martin, Topp ... (Metoda deplasărilor)

1960 ...... Clough ( Elemente finite, problema plană a tensiunilor)

1970 ...... Aplicaţii MEF pe calculatoare tip Mainframe

1980 ...... Aplicaţii MEF pe microcalculatoare, pre şi post procesoare

1990 ...... Analiza sistemelor structurale mari

...........



(b) Solid Model (c) 3D Plate-Frame (d) 3D Frame

(a) Real Structure

(e) 2D Frame

Fig. 1 Various Ways to Model a Real Struture

Structura reală

Model solid Model cadru cu placă Model cadru 3D

Model cadru 2D

Posibilitţi de alegere a modelului structurii reale



MEF în analiza structurilor – Procedură de analiză

1. Divide structura în obiecte simple (elemente finite cu noduri)

2. Descrie comportarea parametrilor caracteristici care modelează fenomenul 
(temperaturi, depasări, tensiuni etc.) pe fiecare element. Interpolarea parametrilor.

3. Conectează (asamblează) elementele la noduri şi formează sistemul de 
ecuaţii(aproximativ) pentru întreaga structură

Două cuvinte cheie: Discretizare şi Interpolare

Element

finit

nod



4. Rezolvă sistemul de ecuaţii şi determină parametrii caracteristici la noduri 
(deplasări, temperaturi ....)

5. Calculează valorile parametrilor caracteristici în interiorul elementelor şi pe baza 
acestora valorile parametrilor necunoscuţi (tensiuni, eforturi secţionale,,...)

Continuu              Discret                  Continuu

Domeniul de 
analizat

Care este cantitatea de apa din 
ploaie



Discretizarea geometrică a 
domeniului

Discretizarea parametrilor de lucru 
(cantitatea de apă)

Modelare cu elemente finite triunghiulare 
si interpolarea parametrilor



Uzual în MEF prin structură (de rezistenţă) se înţelege un ansamblu de bare, plăci, 
învelisuri si volume (solide).

Pentru o analiză cu elemente finite a unei structuri, principala etapă o constituie 
elaborarea modelului de calcul al structurii respective. Pentru trecerea de la 
structura reală la modelul ei de calcul nu există algoritmi şi metode generale care să 
asigure elaborarea unui model unic, care să aproximeze, cu o eroare rezonabilă, 
cunoscută, structura care urmează a fi analizată. În general este posibil ca pentru o 
structură să se elaboreze mai multe modele, toate corecte dar cu performanţe diferite.

Discretizarea

Modelul de calcul al structurii care urmează să fie analizată cu EF, este format din 
linii, care sunt axele barelor structurii, din suprafeţe plane si curbe, care sunt 
suprafeţele mediane ale plăcilor componenete ale structurii şi volume, care sunt 
corpurile masive ale structurii. 
În această etapă, modelulul este un continuu, cu o infinitate de puncte, ca şi structura 
dată. Discretizarea este demersul fundamental cerut de MEF şi constă în trecerea de 
la structura continuă (cu o infinitate de puncte) la un model discret, cu un număr finit 
de puncte (noduri).

Modelarea comportării structurilor cu elemente finite



Această operaţie se face “acoperind” modelul cu o reţea de dicretizare şi se 
justifică prin aceea că din punct de vedere practic, ingineresc, sunt suficiente 
informaţiile privind structura (ca de exemplu, cunoasterea valorilor deplasărilor şi 
ale tensiunilor) într-un număr finit de puncte ale modelului, numărul acestora 
putând fi oricât de mare.
În MEF,obisnuit, se definesc necunoscutele (deplasări sau eforturi) în punctele 
modelului şi se calculează valorile lor în aceste puncte.

Punctele nodale

Punctele definite prin reţeua de dicretizare se numesc noduri. În noduri se definesc 
necunoscutele nodale primare, ale căror valori sunt rezultatele analizei. 
Necunoscutele asociate nodurilor pot fi deplasările, caz în care MEF se numeste 
model deplasare, pentru care se admite că forma deformată a structurii, ca urmare a 
unei solicitări oarecare, este definită de deplasările tuturor nodurilor în raport cu 
reţeaua nodurilor înainte de deformare, 
Fiecare nod poate avea maximum sase componente ale deplasării, denumite 
deplasări nodale, în raport cu un sistem de axe global: trei componente u, v, w ale 
deplasării liniare si trei rotiri Qx, Qy, Qz, denumite Grade de libertate elastice.



Elemente finite
Procesul de discretizare are drept urmare împărţirea modelului structurii într-un 
număr oarecare de fragmente denumite elemente finite.

Un element finit poate fi privit ca o “piesă” de sine stătătoare, interacţionând cu 
celelalte elemente numai în noduri. Studiul structurii reale se înlocuieşte cu studiul 
ansamblului de elemente finite obţinut prin discretizare, care devine astfel o 
idealizare a structurii originare şi este un model de calcul al structurii date. 
Pentru ca rezultatele analizei să fie cât mai corecte trebuie ca procesul de 
idealizare al structurii date să fie cât mai “performant”, ceea ce implică 
respectarea unor regului privind discretizarea, elaborarea modelului de calcul şi -
printre altele - utilizarea unor elemente finite adecvate.

În MEF, pentru un element finit oarecare, se face ipoteza că deplasările din 
interiorul elementului variază după o lege “cunoscută”, aleasă apriori, determinată 
de o funcţie de interpolare. Funcţiile de interpolare se aleg de  forma unor 
polinoame.



Implementarea MEF pe PC

1. Preprocesare (construire model cu EF, încărcări, condiţii de rezemare)

2. FE solver (asamblează şi rezolvă sistemul de ecuaţii)

3. Postprocesare ( sortează şi afişază rezultatele)

Pachete software de analiză cu EF

ANSYS – program general, implementare pe PC şi staţii de lucru

SDRC/I–DEAS – program integrat CAD/CAM/CAE

NASTRAN - program general, implementare mainframe

COSMOS - program general

PATRAN – preprocesor şi postprocesor general

DYNA–3D – program de analiză teste auto

LUSAS - program general, implementare pe PC şi staţii de lucru

............................



Obiectivele prezentului curs MEF

După parcurgerea acestui curs vei putea:

Înţelege ideile fundamentale ale MEF

Cunoaşte comportarea şi modul de utilizare al principalelor tipuri de elemente 
finite (EF)

Pentru o problemă dată să construieşti un model adecvat cu EF

Interpreta şi evalua calitatea rezultatelor obţinute

Fi conştient de limitele MEF ca procedeu numeric de calcul



Tipuri de Elemente Finite
•resort

•bara

•grindă

•membrană

•placă

•shell

Cimp 3D:

•tensiuni

•deplasări

•temperaturi



Model cu elemente 1D

Element de grindă

Model cu elemente 2D

Element: stare plană de 
tensiuni

Model cu elemente 3D

Element: stare spaţială 
de tensiuni



Elementul de resort – cel mai simplu element finit

Caracteristici:

Două noduri: i, j

Deplasări nodale: ui şi uj (m, mm)

Forţe nodale fi şi fj (N, kN)

Constanta resortului: k (N/m, kN/m, N/mm)



Relaţia forţă - deplasare

unde:

rigiditatea resortului – forţa necesară să producă o 
alungire egală cu unu

Ecuaţii de echilibru:

La nodul i : 



La nodul j : 

În formă matriceală:

sau:

matricea de rigiditate a elementului

vectorul deplasărilor nodale (ale elementului)

vectorul forţelor nodale (ale elementului)

Observaţie: matricea k este simetrică şi singulară 

(conţine deplasările de corp rigid ale elementului)



Problema 1: Sistem de două resoarte

Relaţia de rigiditate pentru elementul 1:

şi pentru elementul 2:

unde:                 este forţa interioară la nodul i al elementului m



Asamblarea matricii de rigiditate pentru întregul sistem:

Echilibrul la nodul 1:

Echilibrul la nodul 2:

Echilibrul la nodul 3:

sau:

şi în formă matriceală:

sau:

K este matricea de rigiditate a sistemulu de resoarte(structurii)



Condiţii de rezemare şi încărcare:

Adoptând:

care se reduce la:

şi

Rezolvând sistemul de ecuaţii rezultă deplasările:

şi reacţiunea



Problema 2: Sistem multiplu de resoarte

Pentru sistemul de resoarte din figură să se determine matricea de rigiditate a 
sistemului (structurii)

Tabela de conexiuni

Tabela de conexiuni specifică corespondenţa dintre numerotarea locală a 
nodurilor elementelor şi numerotarea globală nodurilor ansamblului 



Matricile de rigiditate ale elementelor sunt:

Prin asamblare se obţine matricea de rigiditate a sistemului de resoarte

Matricea este simetrică, tip bandă dar singulară.


