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1.Introducere. Concepte de baza

Metoda Elementelor Finite(MEF) sau Analiza cu Elemente Finite(FEA) are la
baza conceptul construirii unor obiecte complexe cu ajutorul unor elemente
simple sau a divizarii unor obiecte complexe in piese mici usor manipulabile.
Aplicatii ale acestui concept simplu poate fi gasit cu usurinta in viata reala si in

special in inginerie.

Exemple:

"l ego

=Constructii




»Aproximarea ariei uni cerc
~__ "Element” §;
5 N
R
. . . . SN TR
Aria unui singur triunghi: ~ 5: = ER Sin g,
s =3 R V sin| qu'l R asN
. I Dy = = o J N 54 o0
Aria cercului: N : 5111\ TR asN —

i=1

unde N este numarul total de triunghiuri (ELEMENTE)

Concluzie: Obiecte cu forme geometrice complexe pot fi
reprezentate prin forme geometrice simple numite = Elemente



De ce Metoda Elementelor Finite ?7?7??

1) Procedee utilizate in proiectare:
« Calcule manuale
 Metode experimentale

« Simulare numerica cu ajutorul calculatorului electronic

2) MEF/FEA este la momentul actual cea mai utilizata metoda de simulare
numerica implementata pe calculator in inginerie

3) MEF este integrata cu aplicatii specifice CAD/CAM

4) Interfete grafice atractive si utile in prelucrarea datelor de intrare sau
interpretarea rezultatelor



Metode numerice de rezolvare a ecuatiilor
diferentiale cu derivate partiale

Numeroase fenomene fizice intalnite curent in gtiinta si inginerie pot fi matematic
descrise prin ecuatii diferentiale cu derivate partiale (EDDP).

in general, rezolvarea acestor ecuatii prin procedee clasice analitice este
aproape imposibila pentru forme geometrice arbitrare.

Metoda elementelor finite (MEF) este un procedeu numeric prin care EDDP pot fi
rezolvate aproximativ.

Metoda elementelor finite are la baza alegerea unor functii de aproximare
pentru rezolvarea EDDP.

Modelarea cu elemente finite (EF) este utilizata in diferite domenii pentru
rezolvarea problemelor de analiza statica sau dinamica: mecanica solidului
deformabil, mecanica fluidelor, electromagnetism, biomecanica etc.



Aplicatii ale MEF in inginerie

»Mecanica, Inginerie aerospatiala, Inginerie Civila, Ingineria automobilelor ...

»Analiza structurala (static / dinamic / liniar / neliniar)
»Analiza termica / curgerea fluidelor
»Electromagnetism

»Mecanica pamantului

> Biomecanica .....

Exemple:
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Beamn and shell model for linear anabysis af the deck

Equnsalent section
beam modal ior geometncalhy
nonlinear buckling analysis of the arch




Scurt istoric al evolutiei MEF

v1943 ... Courant (Metode Variationale)

v'1956 .....Turner, Clough, Martin, Topp ... (Metoda deplasarilor)

v 1960 ...... Clough ( Elemente finite, problema plana a tensiunilor)

v 1970 ...... Aplicatii MEF pe calculatoare tip Mainframe

v'1980 ...... Aplicatii MEF pe microcalculatoare, pre si post procesoare

v'1990 ...... Analiza sistemelor structurale mari



(a) Structura reald \

- Lwiiiﬁm

(b) Model solid (c) Model cadru cu placa (d) Model cadru 3D

m7T7TIT1 7TTITT7 1

r7rrrri mrrrriri

(e) Model cadru 2D

Posibilitti de alegere a modelului structurii reale



MEF in analiza structurilor — Procedura de analiza

Doua cuvinte cheie: Discretizare si Interpolare

1. Divide structura in obiecte simple (elemente finite cu noduri)

10 15 20 25 31 32 ' Element
finit

nod

2. Descrie comportarea parametrilor caracteristici care modeleaza fenomenul
(temperaturi, depasari, tensiuni etc.) pe fiecare element. Interpolarea parametrilor.

3. Conecteaza (asambleaza) elementele la noduri si formeaza sistemul de
ecuatii(aproximativ) pentru intreaga structura



4. Rezolva sistemul de ecuatii si determina parametrii caracteristici la noduri
(deplasari, temperaturi ....)

5. Calculeaza valorile parametrilor caracteristici in interiorul elementelor si pe baza
acestora valorile parametrilor necunoscuti (tensiuni, eforturi sectionale,,...)

Continuu — Discret — Continuu

Domeniul de
analizat

Care este cantitatea de apa din
ploaie



Discretizarea geometrica a Discretizarea parametrilor de lucru
domeniului - (cantitatea de apa)

Modelare cu elemente finite triunghiulare
si interpolarea parametrilor




Modelarea comportarii structurilor cu elemente finite

Uzual in MEF prin structura (de rezistenta) se intelege un ansamblu de bare, placi,
invelisuri si volume (solide).

Pentru o analiza cu elemente finite a unei structuri, principala etapa o constituie
elaborarea modelului de calcul al structurii respective. Pentru trecerea de la
structura reala la modelul ei de calcul nu exista algoritmi si metode generale care sa
asigure elaborarea unui model unic, care sa aproximeze, cu o eroare rezonabila,
cunoscutd, structura care urmeaza a fi analizata. In general este posibil ca pentru o
structura sa se elaboreze mai multe modele, toate corecte dar cu performante diferite.

Discretizarea

Modelul de calcul al structurii care urmeaza sa fie analizata cu EF, este format din
linii, care sunt axele barelor structurii, din suprafete plane si curbe, care sunt
suprafetele mediane ale placilor componenete ale structurii si volume, care sunt
corpurile masive ale structurii.

In aceasta etapa, modelulul este un continuu, cu o infinitate de puncte, ca si structura
data. Discretizarea este demersul fundamental cerut de MEF si consta in trecerea de
la structura continua (cu o infinitate de puncte) la un model discret, cu un numar finit
de puncte (noduri).



Aceasta operatie se face “acoperind” modelul cu o retea de dicretizare si se
justifica prin aceea ca din punct de vedere practic, ingineresc, sunt suficiente
informatiile privind structura (ca de exemplu, cunoasterea valorilor deplasarilor si
ale tensiunilor) intr-un numar finit de puncte ale modelului, numarul acestora
putand fi oricat de mare.

in MEF,obisnuit, se definesc necunoscutele (deplasari sau eforturi) in punctele
modelului gi se calculeaza valorile lor in aceste puncte.

Punctele nodale

Punctele definite prin reteua de dicretizare se numesc noduri. In noduri se definesc
necunoscutele nodale primare, ale caror valori sunt rezultatele analizei.
Necunoscutele asociate nodurilor pot fi deplasarile, caz in care MEF se numeste
model deplasare, pentru care se admite ca forma deformata a structurii, ca urmare a
unei solicitari oarecare, este definita de deplasarile tuturor nodurilor in raport cu
reteaua nodurilor inainte de deformare,

Fiecare nod poate avea maximum sase componente ale deplasarii, denumite

deplasari nodale, in raport cu un sistem de axe global: trei componente u, v, w ale
deplasarii liniare si trei rotiri ©x, Oy, ®z, denumite Grade de libertate elastice.



Elemente finite
Procesul de discretizare are drept urmare impartirea modelului structurii intr-un
numar oarecare de fragmente denumite elemente finite.

Un element finit poate fi privit ca o “piesa” de sine statatoare, interactionand cu
celelalte elemente numai in noduri. Studiul structurii reale se inlocuieste cu studiul
ansamblului de elemente finite obtinut prin discretizare, care devine astfel o
idealizare a structurii originare si este un model de calcul al structurii date.

Pentru ca rezultatele analizei sa fie cat mai corecte trebuie ca procesul de
idealizare al structurii date sa fie cat mai “performant”, ceea ce implica
respectarea unor regului privind discretizarea, elaborarea modelului de calcul si -
printre altele - utilizarea unor elemente finite adecvate.

in MEF, pentru un element finit oarecare, se face ipoteza ca deplasarile din
interiorul elementului variaza dupa o lege “cunoscuta”, aleasa apriori, determinata
de o functie de interpolare. Functiile de interpolare se aleg de forma unor
polinoame

I Solutia exacta

| Sauelementil |

i

\ Solutia exacta

| Sau elementil |

0 Solutia exacta

- = =

-

u(x) =t (%) =0y +0tyx WK ) =0+ x40 4%
{constanta) {liniaréa) (pAtratica)
Subdomeniul | Subdomeniul | | Subdomeniul |

| Zau elementil |

-
—

X

e

0

X

e
—

0
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Implementarea MEF pe PC

1. Preprocesare (construire model cu EF, incarcari, conditii de rezemare)
2. FE solver (asambleaza si rezolva sistemul de ecuatii)

3. Postprocesare ( sorteaza si afisaza rezultatele)

Pachete software de analiza cu EF

ANSYS — program general, implementare pe PC si statii de lucru
SDRC/I-DEAS - program integrat CAD/CAM/CAE

NASTRAN - program general, implementare mainframe
COSMOS - program general

PATRAN — preprocesor si postprocesor general

DYNA-3D — program de analiza teste auto

LUSAS - program general, implementare pe PC si statii de lucru



Obiectivele prezentului curs MEF

Dupa parcurgerea acestui curs vei putea:

v'Intelege ideile fundamentale ale MEF

v'Cunoaste comportarea si modul de utilizare al principalelor tipuri de elemente
finite (EF)

v'Pentru o problema data sa construiesti un model adecvat cu EF
vInterpreta si evalua calitatea rezultatelor obtinute

v'Fi constient de limitele MEF ca procedeu numeric de calcul
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Elementul de resort — cel mai simplu element finit

. X :

1 ]
~ AN
fi Uy I o f

Caracteristici:

Doua noduri: i,

Deplasari nodale: u; si u;(m, mm)
Forte nodale f; si f; (N, kN)

Constanta resortului: k (N/m, kN/m, N/mm)



Relatia forta - deplasare

F=kA unde: A=u, —u,

Linear

F Nonlinear

A

k=F/A (>0) ' rigiditgtea resvortului — forta necesara sa produca o
alungire egala cu unu

Ecuatii de echilibru:

Lanoduli: f,=—F=—k(u, —u,)=ku —ku,



Lanodulj:  f.=F=k(u, —u,)=—ku, + ku,

In forma matriceala:

L1 . | ) |f |

9 F= sau:
&k T s) Ku
k = matricea de rigiditate a elementului
i = Vvectorul deplasarilor nodale (ale elementului)
f = vectorul fortelor nodale (ale elementului)

Observatie: matricea K este simetrica si singulara

(contine deplasarile de corp rigid ale elementului)



Problema 1: Sistem de doua resoarte

X
k; k>
== =AW=
1 2 3

“_I!I.F'j H_?.F_: H_z.Fj

Relatia de rigiditate pentru elementul 1:

{ ke -k }5“1 WA
—k, k|u, [.fJLJ)

1
si pentru elementul 2:

|: IEI7: _k::|{[-”:1 _ in

—.IECZ 'E':: l.”;Jr-_ lf,

1

Fi i
unde: .'IFA este forta interioara la nodul i al elementului m

L k



Asamblarea matricii de rigiditate pentru intregul sistem:
Echilibrul la nodul 1:  F, = f;
Echilibrul la nodul 2:  F, = £/ + £

Echilibrul la nodul 3: F. = £

sau:

F, =k, — Ik,

FE, =k, + (ky + ky u, — kyu;

F, = —l,u, + k,u,

si in forma matriceala:
k, -k, 0 |ru]' [F; |

—k, k[+k -k Ju,=1F; Sav KU=F
0 +k, k|, | F, |

LA | LS.

K este matricea de rigiditate a sistemulu de resoarte(structurii)



Conditii de rezemare si incarcare:

Adoptand: 1, =0 F,=F,=P

III7'. _k: 0 _.J[]ﬁ fF
—k, Kk +k -k 1f=~fP=-
0 -k &k |lwl |P

) - -_— - - b

care se reduce la:

ky+k, -k, l.“'zl _ |P]
—k, K -

[

) P
Si
F, =—k,u,

Rezolvand sistemul de ecuatii rezulta deplasarile:
2 _ ZP/k ]

lu,| 2P/ k,+P/k,|

LS

},H‘ | i _ ,
si reactiunea



Problema 2: Sistem multiplu de resoarte

ki F,
—
k; 1
—NNVWW 2
4 (D k; F, k;
A A
R @ s

Pentru sistemul de resoarte din figura sa se determine matricea de rigiditate a
sistemului (structurii)

Tabela de conexiuni

Element | Nedei(l) | Nodej(2)
1 4 2
2 2 3
3 3 5
4 2 1

Tabela de conexiuni specifica corespondenta dintre numerotarea locala a
nodurilor elementelor si numerotarea globala nodurilor ansamblului



Matricile de rigiditate ale elementelor sunt:

i, I, I, .

L[ Rh L [k -k
Cl -k K * |-k, Kk
H I I, )

k, -k, k, -k,

k _ E] l{ — 4 4

S

Prin asamblare se obtine matricea de rigiditate a sistemului de resoarte

Hl H: H3 H4 H:‘

Ck, —k, 0 0 0]
—k, | k+k,+k,| -k, |-k | 0
K=| 0 ~k, | k+k| 0 | -k
o -k | 0 |k 0

0 0o | -k | 0 Kk |

Matricea este simetrica, tip banda dar singulara.



