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Terminologii curente utilizte în MEF

Grade de libertate – adesea abreviat Gl sau DOF îşi are originile în calculul structurilor, 
aplicaţie pentru care MEF  a fost iniţial inventată.

Configuraţia spaţială la un moment dat a unui sistem mecanic este descrisă prin 
Gradele sale de libertate. Ele mai sunt cunoscute şi sub denumirea de coordonate 
generalizate sau într-o formulare mai matematizată ca variabile de stare.

Un sistem mecanic la care numărul de Grade de libertate este infinit sistemul este 
continuu, iar dacă numărul Gradelor de libertate este finit sistemul este discret.  

Întrucât MEF este o metodă de discretizare, rezultă că numărul Gradelor de libertate
ale unui model cu elemente finite este obligatoriu finit.

Grade de libertate sunt colectate într-un vector            numit Vectorul DOF sau Vectorul 
de stare. În cazul sistemelor mecanice vectorul             este cunoscut sub numele de 
Vectorul deplasărilor nodale.
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Grade de libertate - Elemente 1D
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Grade de libertate - Elemente 2D şi3D

Modelarea, Analiza şi Proiectarea Construcţiilor

DxDx

DyDy

DyDy

Ry ?Ry ?

RzRz
RxRx

DzDz

DyDy

RxRx
RzRz

Ry ?Ry ?

DxDx

Membrane-ŞaibeMembrane-Şaibe
PlăciPlăci

Shell(cupole)Shell(cupole)

DxDxDzDz

DyDy

Solid/ BlocuriSolid/ Blocuri



În Mecanica analitică, fiecărui Grad de libertate îi corespunde o forţă generalizată. 
Aceste forţe sunt colectate într-un vector numit Vectorul Forţelor nodale            .

Legătura dintre cei doi vectori Grad de libertate şi Forţelor nodale este de natură 
liniară şi este cunoscută sub numele universal de Matrice de rigiditate:

K d = F
Numele generic Matrice de rigiditate se regăseşte atât în problemele de modelare a 
comportării sistemelor mecanice cât şi ne-mecanice. Semnificaţia fizică a vectorilor d şi 
F în diferite aplicaţii ale problemelor de câmp este prezentată în tabelul de mai jos:

F

Domeniul de Vectorul d reprezintă Vectorul  F  reprezintă
Aplicare

Mecanica mediului Deplasări Forţe mecanice
continu şi structuri

Transfer termic Temperaturi Flux de căldură
Acustică Potenţial de deplasare Viteza particulelor

Curgesrea lichidelor Presiuni Viteza particulelor
Electrostatică Potenţial electric Sarcini electrice

Magnetostatică Potenţial magnetic Intensitate magnetică



Modelul 
Fizic

Modelul 
Matematic

Modelul 
Discret

Solutie 
Aproximativa

IDEALIZARE

MEF

DISCRETIZARE

VERIFICARE

(erori de rezolvare)

VALIDARE

Erori de simulare: modelare si rezolvare

SOLUŢIE

Principalii paşi în analiza cu Elemente Finite

Paşii cheie în analiza cu elemente finite:

1) Idealizarea

2) Discretizarea

3) Obţinerea soluţiei

Fiecare este o sursă de erori



Idealizarea modelului fizic în model matematic

În această etapă modelul ingineresc (mecanic) este transformat într-un model matematic. 
Ea reprezintă cel mai important aspect al practicii inginereşti întrucât procesul nu poate 
fi automatizat. Decizia trebuie luată de o fiinţă umană cu cunoştinţe şi deprinderi 
avansate în domeniul analizat.

Modele
Tradiţional prin modelare se înţelege realizarea unei copii la o scară redusă a unui obiect.

În MEF un model este un dispozitiv simbolic construit cu scopul de a simula sau modela
unele aspecte ale comportării unui sistem.

Modele matematice
Modelarea matematică sau idealizarea, este un proces de abstarctizare prin care un inginer 

transformă un sistem fizic într-un model matematic al sistemului analizat. Prin idealizare 
sistemele inginereşti complexe pot fi descrise în raport cu un număr mai redus de 
parametrii. Astfel se filtrează o serie de detalii nesemnificative ale comportării sistemului.

Exemplu de alegere a unui model matematic: cazul unei structuri tip placă plană încărcată 
normal pe planul ei median. Cel care face idealizarea are la dispoziţie cel puţin patru 
modele matematice cunoscute:



1) Modelul plăcii subţiri – teoria clasică a plăcilor Kirchhoff

2) Modelul plăcii groase – teoria Mindlin – Reissner

3) Modelul plăcii foarte subţiri care cuplează starea de membrană cu cea de încovoiere – teoria Von 
Karman

4) Modelul plăcii foarte groase – teoria elasticităţii 3D

Persoana responsabilă cu idealizarea trebuie să dispună de suficiente cunoştinţe privind 
avantajele şi dezavantajele fiecărui model şi domeniul de aplicabilitate al acestora.

(b) Solid Model (c) 3D Plate-Frame (d) 3D Frame

(a) Real Structure

(e) 2D Frame

Fig. 1 Various Ways to Model a Real Struture
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Posibilitţi de alegere a modelului structurii reale



Discretizarea modelului matematic

Obţinerea modelului matematic reprezintă o etapă de simplificare a sistemului fizic real, insă 
rezolvarea modelului matematic nu este întotdeauna simplă. Adesea comportarea 
acestora este reprezentată prin sisteme de ecuaţii diferenţiale în spaţiu şi timp, cu condiţii 
de margine impuse. Aceste modele au o infinitate de grade de libertate.

Pentru rezolvare se poate apela la:

a) Soluţii analitice – disponibile pentru sisteme inginereşti cu geometrie simplă, condiţii de 
încărcare şi rezemare simple şi comportare a materialului după legi simple

b) Soluţii numerice – disponibile pentru o clasă extinsă de probleme şi unde regăsim 
procedee ca: MEF, BEM, Diferenţe finite, Volume finite etc.

Pentru ca simularea numerică să poată fi aplicată practic trebuie ca numărul de grade de 
libertate să fie reduse la un număr finit. Procesul de reducere a gradelor de libertate  se 
numeşte discretizare, iar modelul obţinut este un model discret.



Metoda Elementelor Finite

MEF este principalul procedeu de discretizare utilizat în mecanica structurilor.

Conceptul de bază în MEF constă în subdivizarea modelului matematic în subcomponente cu 
formă geometrică simplă, care nu se suprapun, numite elemente finite. 

Răspunsul fiecărui element finit este exprimat în raport cu un număr finit de grade de libertate 
ce reprezintă valorile funcţiei necunoscute (funcţia deplasării) într-un număr de  puncte nodale.

Răspunsul modelului matematic va rezulta ca o aproximaţie a răspunsului modelului discret 
obţinut prin asamblarea răspunsurilor tuturor elementelor modelului.

Atributele Elementelor Finite

1) Dimensiunea – elementele pot avea una(1D), două (2D) sau trei (3D) dimensiuni. Există 
şi elemente speciale făra dimensiune geometrică(rezeme elastice, mase punctuale).

2) Punctele nodale – fiecare element dispune de un număr finit de puncte nodale. Ele 
servesc la definirea geometriei şi la localizarea gradelor de libertate. În general pentru 
elemente simple (liniare) punctele nodale sunt poziţionate la colţurile sau capetele 
elementelor. Elementele de ordin superior au pe lingă nodurile de la colţuri sau capete şi 
noduri plasate pe laturile sau feţele elementelor sau chiar în interiorul acestora.

3) Geometria elementului – este definită prin modul de plasare al nodurilor. Ele pot avea 
forme drepte (elemente liniare) sau curbe (elemente parabolice, cubice etc.).



3) Grade de libertate – specifică parametrii de stare ai elementului. Ele sunt definite ca valori 
sau derivate ale câmpului deplasărilor (u, v, w, Rx, Ry, Rz – componente ale depasărilor şi 
rotirilor). Cu ajutorul lor se realizează conectarea dintre elementele care au noduri comune.

5) Forţe nodale – acestea sunt în corespondenţă de unu la unu cu gradele de libertate 
(deplasării îi corespunde o foţă, iar rotirii îi corespunde un moment)

6) Caracteristici ale materialului – comportarea materialului sub încărcacări este caracterizată 
prin legi constitutive. Cea mai simplă şi care corespunde comportării liniar elastice este legea lui 
Hooke. În acest caz comportarea materialului este caracterizată prin modulul de elasticitate E, 
coeficientul lui Poisson şi coeficientul de dilatare termică liniară.



Clasificarea Elementelor Finite

Clasificarea elementelor finite implicate într-o analiză structurală, este în strânsă legătură cu 
funcţiunile pe care acestea le îndeplinesc în cadrul structurilor pe care le modelează.

1) Elemente structurale primitive – sunt elemente structurale de bază întlnite în alcătuirea 
structurilor de rezistenţă
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2) Elemente finite de mediu continu – rezultate prin subdivizarea mediului continu în 
elemente cu geometrie simplă. Ele sunt mai bine înţelese prin raportarea la modelul matematic 
pe care îl discretizează: plăci, diafragme, membrane, cupole etc.

Plăci Solid 3D

Model fizic Model fizicModel discret cu EF Model discret cu EF

3) Elemente finite speciale – sunt derivate din elementele finite de mediu continu şi includ 
caracteristici necesare modelării unor fenomene speciale: fisuri, mediu infinit, contact etc.

Nod dublu
Infinit

Element cu fisură Element infinit



3) Macroelemente – sunt obţinute prin asamblarea unor elemente finite cu funcţiuni specifice, cu 
scopul de a obţine module structurale specializate utilizate la modelarea structurilor complexe cu 
caracteristici repetative.

3) Substructuri – sunt unităţi structurale cu funcţiuni bine definite, obţinute prin asamblarea 
unor elemente finite specializate. Distincţia dintre macroelemente şi substructuri nu este prea 
evidentă.


