2.4. Raspunsul structurilor cu numar finit de grade de libertate dinamica
la actiuni seismice

v

EXCITATIE

STRUCTURA RASPUNS _|

Sub efectul undelor seismice se produc oscilatiile terenului de fundare.
Fundatia, consideratd rigida si solidard cu terenul de fundare, oscileaza.
Miscarile de translatie variabile in timp ale fundatiei reprezintd excitatia, cauza
care face ca structura sa intre in miscare oscilatorie.
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Cel mai simplu procedeu
utilizat pentru evaluarea raspunsului
structurilor la o excitatie seismica
este principiul fortelor de inertie
sau principiul lui d’Alembert,
conform caruia, miscarea la orice
moment de timp este definitd
printr-un echilibru dinamic similar
celui static 1intre fortele active
(fortele de inertie) si cele rezistente
care se opun miscarii.

u, (t)=u, (t)+u,(t)

Fortele care-si realizeaza echilibrul dinamic pe directia fiecarui grad de

libertate dinamica k sunt:
- forta de inertie:

Fi (t) =—m, U, (t) =—-m,, (t)_ m, (t)



/ - forta elastica:

Deplasarea pe directia fiecarui g.l.d.

\
k C\)—O|<— kkj produce cate o fortd elastica pe
N directia g.l.d. k. Forta -elastica
J j':'o_q_’ Ki rezultantd pe directia g.1.d. k va fi:

\ Fek :Zkkjuj(t)
j

- forta de amortizare

Fa (t) = chjuj (t)

unde cy; — coeficient de amortizare cu semnificatie de fortd de amortizare
din viteza unitara

Ecuatia de migcare pe directia g.1.d. k:

F. (t)=F,(t)+F,(t) devine

m, 4, (t)+ X c,u; (t)+ X k,u, (t)=—m,u, (t).

Generalizand pentru structuri cu n g.1.d., putem scrie ecuatiile diferentiale
ale oscilatiilor seismice sub forma matriceala (vezi cursul 9):

MA@+ [CRA®)}+ [KRa)}=-[mJirkd, t)

unde componentele vectorului r sunt deplasarile pe directia gradelor de
libertate dinamica k dintr-o deplasare unitard pe directia excitatiei a bazei de
rezemare.



Pentru constructii la care directia
gradelor de libertate dinamica
coincide cu directia excitatiei,
vectorul r are numai componente
unitare:

rf={t 111 1§

Particularitdti in stabilirea vectorului r la poduri:

- prezenta elementelor de rezistentda cu deschidere mare impune
concentrarea maselor pe grinzi, elemente care prezintd si1 grade de
libertate dinamice verticale, adicd normale pe directia oscilatiilor
longitudinale sau transversale podului;

- podurile sunt structuri cu elemente cu deschidere mare, cu fundatii izolate
la care putem avea teren de fundare cu caracteristici geotehnice diferite,
fapt care conduce la legi de variatie u,(t) diferite de la o fundatie la alta.

Aceastd problema se poate rezolva pe baza principiului suprapunerii
efectelor in ipoteza calculului liniar: se fac calculele independente pentru
excitatia fiecarei fundatii §i apoi se suprapun efectele.

Deplasarea pe directia unui grad de libertate dinamicd k provine din
suprapunerea a doua faze:

- deplasare unitara a unei fundatii pe directia excitatiei;
- deplasare provenitd din deformarea elastica a structurii.



Atk (t) = 5kuug (t)+ U, (t)

0,

., este deplasarea pe directia gradului de libertate dinamica k din

excitatia u, = 1.
o, =T, elementul k din vectorul r, adica deplasarea pe directia gradului de

libertate dinamica k& dintr-o deplasare unitard pe directia excitatiei.

Deci {I‘}T = {5
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Expresia cu care se determind J,, este urmatoarea:

S, =—T’uU, pentru structuri static determinate;
Mi{u, =1)m, o .
S5, =-ru + ZJM dx pentru structuri static nedeterminate;
) ’ El
in care:
r’ este reactiunea pe directia excitatiei din fortd unitard pe directia
gradului de libertate dinamicd k pe un sistem static determinat;
m, - diagrama de momente din aceeasi fortd unitara aplicatd pe directia

gradului de libertate dinamicd k pe sistemul static determinat;
M(ug =1) — diagrama de momente pe structura reald static nedeterminata
din incdrcarea cu cedarea de reazem Ug = 1.
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Pentru structurile de poduri pentru care acceptam ca excitatiile sunt
sincrone, identice la toate fundatiile, incarcarea Uy = 1 conduce la o deplasare de
corp rigid a structurii si se definesc direct componentele vectorului r:
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in care
0., =1 pentru gradele de libertate dinamica paralele cu directia excitatiei
Ug=1;
0,, =0 pentru gradele de libertate dinamica perpendiculare pe directia

excitatiei Ug = 1.

Solutia ecuatiei diferentiale [M JA(t)}+[CHA(t)}+[KA(t)}=-[MTrlu,(t) se

va obtine apeland la procedeul suprapunerii modale (vezi cursul 9).

Determinarea raspunsului seismic se face pe baza ecuatiilor diferentiale
ale oscilatiilor seismice.

[MT&, (©)f+ [CHA®)}+ [K KA ®)} = -[M ira, (1)

Prin integrarea ecuatiilor diferentiale rezultd un raspuns riguros numai in
conditiile calculului elastic liniar, atunci cand materialul este solicitat sub limita
elasticd si cand amplitudinile oscilatiilor seismice respectd ipoteza micilor
deplasari.

Sistemul de ecuatii este un sistem complet de “n” ecuatii cu “n”
necunoscute, omogen, fiecare ecuatie contindnd “n” termeni corespunzatori
celor “n” grade de libertate dinamica.



Rezolvarea sistemului de ecuatii este foarte dificila datoritda formei
ecuatiilor si a faptului ¢cd membrul drept nu se poate integra decat numeric,
functia respectiva neputand fi inlocuita cu o functie analitica usor de integrat.

Metoda analizei modale este o metoda ce simplificd deosebit de mult
integrarea ecuatiilor prin faptul ca de la un sistem de “n” ecuatii cuplate se
ajunge la un sistem de “n” ecuatii independente, decuplate.

Metoda analizei modale are la baza descompunerea oscilatiei generale
A,(t) in componente corespunzitoare modurilor normale de vibratie.

Practic, A, (t) poate fi scris ca produs a doi parametrii: A, (t)=g,V,(t)

o parametrul de pozitie al gradului de libertate dinamica pe structura
(coordonata spatiald ¢, ) (amplitudinea relativa);

. parametrul de timp — o functie specifica fiecarui mod de vibratie i
care aratd cum variazd deformata structurii Tn modul respectiv de
vibratie.

unde indicele i se referd la modul de vibratie, i=1,n;
k se refera la gradul de libertate dinamica.

\

Deci, deplasarea pe directia fiecarui grad de libertate dinamica se poate
scrie sub forma:



5 0= 0)
Ak(t):2¢kiyi(t)

ORI
sau, sub forma matriceala: {A(t)}=[®[y(t)}

Plecand de la vectorul deplasarilor scris sub formd matriceald, putem
obtine vectorul vitezelor si al acceleratiilor scrise tot sub forma matriceala:

A= [oly()} , respectiv A@)}=[@}y(0)}.

Revenind la ecuatiile diferentiale ale oscilatiilor seismice, folosind
notatiile de mai sus, se obtine noua forma a acestora:

Mo y©)}+ [Clo Ry )i+ Ko Ky} =M Jirji, (¢

Daci ecuatia anterioara se premultiplica cu [@]', se obtine:

o] (M fiy();+ @] [CloRy®)i+ @] [KI@Ry(t)i=-[o] [Mfirj()

Aplicand proprietatea de ortogonalitate a modurilor normale de
vibratie in raport cu matricele [M ], [C] si[K], rezulta:

1wl 1)

oriell- [y,

oT [Tol-{r g 1)

[I\/I *], [C] si [K ] sunt matricele maselor generalizate, a amortizarilor
generalizate si respectiv a rigiditatilor generalizate.

Ecuatiile diferentiale ale oscilatiilor seismice pot fi scrise sub forma:

M0+ By} vt} =P, 0

unde {P*}: [d)]T [M ]{r} este vectorul fortelor generalizate.



Matricile sunt diagonale, deci sistemul de ecuatii se decupleaza, fiecare
ecuatie contindnd numai caracteristicile miscarii dintr-un anumit mod de
vibratie.

Astfel, ecuatia de miscare corespunzitoare modului de vibratie i are
forma:

M i*Yi (t)+Ci*yi (t)+ Ki*yi (t): _Pi*ug (t)

Ecuatia este similard cu ecuatia vibratiilor sistemelor cu un grad de
libertate dinamica 1n care s-au facut notatiile:

Mi* = {(Di}T [M ]{(Di}: Zk:mk¢k2i

C :{q)i }T [C]{(Di}zzgia)llvli* =250, ;mk@zi
K = 0/ KYw = arM;

P

=0 Mr=Tms

Revenind la ecuatia anterioard, prin inlocuirea termenilor corespunzatori
cu notatiile de mai sus si prin impartirea ecuatiei la M, obtinem:

Vi (t)+ 28 Y, (t)+ a)iz Yi (t) =—-Al, (t)

Cu 4; s-a notat factorul de participare care ne aratd cat din acceleratia
de la baza structurii se repartizeaza modului i de vibratie:
=N Z m, ¢ki s
—_ _k

A= T Smg

Acest factor de participare prezintd importantd pentru stabilirea
numarului j al modurilor de vibratie care au aport determinant in
riaspunsul total al structurii astfel incat: )| A 209.

j=1

Ultima forma in care sunt scrise ecuatiile oscilatiilor seismice permite
decuplarea ecuatiilor, fiecare continand cédte o necunoscuta y(?).

Acestea sunt ecuatii diferentiale de ordinul II, complete si neomogene.
Solutia ecuatiel este alcatuita din doud componente:

Yi (t) = [yi (t)]omogena + [yi (t)]particulara



Solutia omogena poate fi neglijata deoarece corespunde vibratiilor libere
care se amortizeaza rapid, dupa cateva perioade proprii.

Solutia particulara este data prin integrala Duhamel:

S MY 2t (el sina e

unde o =w1-& - pulsatia proprie a structurii in modul i pentru
vibratii amortizate (daca &, < 0,2 = o, = ,);
& - fractiunea din amortizarea criticd;

Cu ajutorul integralei Duhamel se poate obtine rdspunsul structurii pentru
fiecare mod de vibratie 7 in:

* deplasari relative

Ay (t) =gy, (t) =" _[u e ging (t—7)dz

Z m ¢k|
Z k¢k|

in care s-a facut notatia =4A =4, ~—

- este numit coeficient de forma deoarece variaza cu forma deformata
a modului i de vibratie si care arata cum este distribuita acceleratia
din modul i pe fiecare grad de libertate dinamica k;

J viteze relative
Ay ()= g,y (t nk,ju A=) cose, (t—7)d
o acceleratii absolute
A, :l'jg(t)+¢\<i ¥, (t) nk,wju 5 gine (t—7)d7
J forte seismice

t
S, =M, 7. o, IU’Q (r)e 5 sina (t—7)d7
0



Integralele se pot efectua prin calcul numeric daca se cunoaste
accelerograma i (t) din inregistrari sau pentru anumite cutremure simulate pe

platformele seismice.
Raspunsul total al structurii se obtine prin suprapunerea efectelor
corespunzatoare modurilor proprii.

2.5. Determinarea raspunsului seismic al structurilor cu numar finit de
grade de libertate dinamica prin analiza modala spectrala

Expresiile anterioare aratd cd fortele seismice (respectiv comportarea
structurii) depind de 2 parametrii:

U parametrii ce iau in considerare manifestarea undelor seismice in
amplasament prin accelerograma i (t) care depinde de:

* magnitudinea cutremurului;

* adancimea focarului;

« distanta la epicentru;

* natura straturilor geologice prin care se propaga undele;

» caracteristicile geotehnice ale terenului de fundare din
amplasament.

O caracteristicile elastice si dinamice ale structurii prin:
* pulsatia proprie;
* prin fractiunea din amortizarea critica.

Réspunsul seismic instantaneu in deplasari relative obtinut prin analiza
modald la sisteme cu numar finit de grade de libertate dinamice, Tn modul i de
vibratie, pentru £<0,2 este de forma:

t

T (e earftc)

Ay (t) =Y, (t) = _;kljug (T)e fn(t=r) S o (t - T)dT
i 0

Aceasta expresie este similara cu cea de la sisteme cu un singur grad de

libertate dinamic, avand in plus factorul de distributie al acceleratiilor modale pe

grade de libertate.



Réaspunsul maxim al structurii pentru fiecare mod de vibratie 7se obtine
evaluand valorile maxime ale integralelor, sub forma:

t
Svi = Jl’jg(r)efé““‘(t*’) cosa (t—7)dr

0

t
IUQ ()= (t=r) sina (t—7)dz

0 max

max

notat cu Sy;, prin similitudine cu valorile maxime de la sisteme cu un grad de
libertate, denumit spectrul vitezelor relative in modul i de vibratie.

In mod similar se va nota:

- Spectrul acceleratiilor absolute in modul i de vibratie: SAi = GJ.SVi

1

- Spectrul deplasarilor relative in modul i de vibratie: Spi = ; Svi

Rezulta ca valorile maxime Sp;, Sy, S4; sunt identice cu Sp , Sy, S4 pentru
un sistem cu un singur grad de libertate dinamica care vibreaza cu aceleasi
caracteristici proprii cu cele ale modului i ale sistemului cu mai multe grade de
libertate dinamica (miscarea ramanand descrisda prin aceeasi accelerograma
U, (t)).

Réaspunsul maxim la sisteme cu numar finit de grade de libertate
dinamicd se poate exprima utilizdnd spectrele de raspuns modale definite
pentru sistemele cu un grad de libertate dinamica:

Spi :SD(Tiﬂgi); Sy :S\/(Twé)a Sai :SA(Ti’é)-

Plecand de la expresiile raspunsurilor modale instantanee se obtin
urmatoarele expresii pentru raspunsurile modale seismice maxime, date separat
pentru fiecare grad de libertate dinamica k si pe ansamblul structurii, pentru
toate gradele de libertate:

- deplasari relative modale maxime:

S,
Ay =[G () 0 =0 ﬁ =S {Af =10} Sp



- viteze relative modale maxime:

A|<i = ‘A ki (t)( =14 Svi {A}u Z{U}i Svi

- acceleratii absolute modale maxime:

Aki :‘Aki (t)(m =i @S {A}i :{U}i Sai

ax

- forte seismice modale maxime:

S =[Sa(t),. = ‘Aki (t)(max =MASn {sh=Mlnks,

2.6. Evaluarea actiunilor seismice dupa normativ

Pentru evaluarea actiunilor seismice normele pleaca de la metoda curbelor
spectrale, considerand ca fortele seismice reprezinta fortele de inertie maxime:

S :ylmamax :7/Imsd(T)

Normativul de poduri specifica urmatoarele:

Pentru structuri cu mai multe grade de libertate dinamicd se determina
actiunile seismice pentru fiecare mod de vibratie in parte, adica prin aplicarea
metodei spectrale multimodale. Din teoria de calcul din domeniul dinamic liniar,
forta sesimicd pe directia gradului de libertate dinamica k& din modul de vibratie
i are urmatoarea expresie:

Syi=rima,; = 7|mk77k,isd(Ti)

unde 7, este factorul de importanta al structurii;
M, - masa care vibreaza dupa directia gradului de libertate dinamica k;
Qi =i Sy (Ti) - reprezinta acceleratia pe directia gradului de libertate
dinamica k, in modul i de vibratie;
7« = $:A - factor de distributie al acceleratiilor la nivelul fiecarui grad de

libertate dinamica k in modul i de vibratie;

Z m, &t
A = W - factor de distributie a acceleratiilor totale pe moduri de vibratie;
k 7ki
k



¢ - amplitudinea relativa a masei care vibreaza pe directia gradului de

libertate dinamica k in modul i de vibratie;

I, - deplasarea pe directia gradului de libertate dinamica k din impunerea
unei deplasari unitare de corp rigid a bazei de rezemare pe directia
excitatiei;

Sq(T;) - valoarea corespunzatoare perioadei T; din spectrul acceleratiilor

de proiectare.
Sa(Ti) = ag fu(Ti) , in care:
ag = kg este acceleratia de varf a miscarii la suprafata terenului din
amplasament (datd prin zonarea seismica a amplasamentului);
Su(T;) — spectrul normalizat de proiectare pentru acceleratii.

Rezulta astfel forma finald a actiunilor seismice ce se mobilizeaza pe
masele in miscare in fiecare mod de vibratie in parte:

Sk,i =7 mknk,isd (T| ) =7,KB; (Tu )Uk,in

Factorul de importanta y;
Diferentierea sigurantei constructiei este introdusd prin clasificarea
structurilor in diferite clase de importanta si de expunere la cutremur.
Fiecarei clase de importantd 1 se atribuie un factor de importanta y;.
Diferitele niveluri de siguranta se obtin multiplicand parametrii actiunii seismice
de referinta cu factorul de importanta.

Cls. Descrierea podului (Eurocode 8) T
imp.
I Toate podurile aflate pe cai de comunicatie care trebuie sd | 1,3

asigure accesul Tn zona sau acolo unde nu exista alte variante

II Poduri de importantd normald, cele care nu intra in celelalte doua | 1,0
categorii
11 Poduri de importanta redusd, podurile provizorii, poduri cu trafic | 0,7

redus




Raspunsul final
Suprapunerea raspunsului in modurile de vibratie nu se poate face
algebric deoarece maximul dintr-un anumit mod de vibratie nu se produce la
acelasi moment de timp si in alt mod de vibratie.
Suprapunerea se poate face dupd mai multe metode, dintre care mentionam:

+  CQC (Combined Quadratic Combination): R = \/ D2 RpRE

i=1 j=1

8(eg, ) (g +re
(l —r? )2 +4&¢ r(l +r? )+ 4(§i2 + §j2 )r2

i =

factor de corelare a modurilor in functie de frecventa modala
r=w,/w; sicoeficientii de amortizare modala ai structurii &, ¢

* SRSS suprapunerea medie pitratica simpla (Square Root of the

n

sum of the squares): R“= Z(Rik )2

i=1

Exemplu: Analiza modala spectrala a unui pod hobanat — aplicatia 5 studiata in
anul I1I la MEF.
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Accelerograma aplicata la baza de rezemare pe directia axei OX
(longitudinal podului)
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Raspunsul in acceleratii pe directia axei OX inregistrat in mijlocul tablierului

Node 3: Translational Acceleration Time History
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Raspunsul in acceleratii pe directia axei OZ inregistrat in varful pilonului

Node 411: Translational Acceleration Time History
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Raspunsul in deplasari pe directia axei OX Inregistrat in varful pilonului
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Raspunsul in deplasari pe directia axei OY inregistrat in varful pilonului

Node 411: Translational Displacement Time History
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Raspunsul in deplasari pe directia axei OX nregistrat in mijlocul tablierului
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Raspunsul in deplasari pe directia axei OY inregistrat in mijlocul tablierului
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Accelerogramele aplicate pe directia celor 3 axe

Mode 415: Translational Acceleration Time History
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Raspunsul in acceleratii pe directia celor 3 axe inregistrat In varful pilonului

Mode 411: Translational Acceleration Time History
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