
2.4. Răspunsul structurilor cu număr finit de grade de libertate dinamică  
la acțiuni seismice 

 

 
 

 
Sub efectul undelor seismice se produc oscilaţiile terenului de fundare. 

Fundaţia, considerată rigidă şi solidară cu terenul de fundare, oscilează. 
Mişcările de translaţie variabile în timp ale fundaţiei reprezintă excitaţia, cauza 
care face ca structura să intre în mişcare oscilatorie.  

 
 

 
 
 

 
Cel mai simplu procedeu 

utilizat pentru evaluarea răspunsului 
structurilor la o excitaţie seismică 
este principiul forţelor de inerţie 
sau principiul lui d’Alembert, 
conform căruia, mişcarea la orice 
moment de timp este definită     
printr-un echilibru dinamic similar 
celui static între forţele active 
(forţele de inerţie) şi cele rezistente 
care se opun mişcării. 

 
( ) ( ) ( )tututu kgtk +=

Forţele care-şi realizează echilibrul dinamic pe direcţia fiecărui grad de 
libertate dinamică k sunt: 
- forţa de inerţie: 

 
( ) ( ) ( ) ( )tumtumtumtF kkgktkkik &&&&&& −−=−=  

 

 

EXCITATIE STRUCTURA RASPUNS  
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- forţa elastică: 

 
Deplasarea pe directia fiecărui g.l.d. 
produce câte o forţă elastică pe 
directia g.l.d. k. Forţa elastică 
rezultantă pe direcţia g.l.d. k va fi: 

 
( )tukF j

j
kjek ∑=

- forţa de amortizare 
 

( ) ( )tuctF j
j

kjak &∑=      

unde ckj – coeficient de amortizare cu semnificaţie de forţă de amortizare  
din viteză unitară 

 
 
Ecuaţia de mişcare pe direcţia g.l.d. k:  
 

( ) ( ) ( )tFtFtF akekik +=  devine 
 

( ) ( ) ( ) ( )tumtuktuctum gkj
j
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kjkk &&&&& −=++ ∑∑ . 

 
Generalizând pentru structuri cu n g.l.d., putem scrie ecuaţiile diferenţiale 

ale oscilaţiilor seismice sub formă matriceală (vezi cursul 9): 
 
[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ]{ } ( )turMtKtCtM g&&

&&& −=Δ+Δ+Δ  

 
unde componentele vectorului r sunt deplasările pe direcţia gradelor de 

libertate dinamică k dintr-o deplasare unitară pe direcţia excitaţiei a bazei de 
rezemare. 
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Pentru construcţii la care direcţia 
gradelor de libertate dinamică 
coincide cu direcţia excitaţiei, 
vectorul r are numai componente 
unitare:  

 
{ } { }11111=Tr  

 
Particularităţi în stabilirea vectorului r la poduri:   
 

- prezenţa elementelor de rezistenţă cu deschidere mare impune 
concentrarea maselor pe grinzi, elemente care prezintă şi grade de 
libertate dinamice verticale, adică normale pe direcţia oscilaţiilor 
longitudinale sau transversale podului; 

- podurile sunt structuri cu elemente cu deschidere mare, cu fundaţii izolate 
la care putem avea teren de fundare cu caracteristici geotehnice diferite, 
fapt care conduce la legi de variaţie ug(t) diferite de la o fundaţie la alta. 
 
Această problemă se poate rezolva pe baza principiului suprapunerii 

efectelor în ipoteza calculului liniar: se fac calculele independente pentru 
excitaţia fiecărei fundaţii şi apoi se suprapun efectele. 

 
Deplasarea pe direcţia unui grad de libertate dinamică k provine din 

suprapunerea a două faze:  
 
- deplasare unitară a unei fundaţii pe direcţia excitaţiei; 
- deplasare provenită din deformarea elastică a structurii. 

 

u=1 



 
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )tutuuttut kggk
rel
kgktk +=Δ=Δ+Δ=Δ 1  

 
( ) ( ) ( )tutut kgkutk +=Δ δ  

 
kuδ  este deplasarea pe direcţia gradului de libertate dinamicǎ k din 

excitaţia ug = 1. 
kku r=δ  elementul k din vectorul r, adică deplasarea pe direcţia gradului de 
libertate dinamică k dintr-o deplasare unitară pe direcţia excitaţiei. 

 
Deci { } { }nukuuu

Tr δδδδ ......21= . 

 
Expresia cu care se determină kuδ  este următoarea:  
 

gkku ur 0−=δ   pentru structuri static determinate;  
( )

∑ ∫
=

+−= dx
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muM
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0
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δ   pentru structuri static nedeterminate; 

în care: 
  

0
kr  este reacţiunea pe direcţia excitaţiei din forţă unitară pe direcţia 

gradului de libertate dinamică k pe un sistem static determinat; 
0
km     - diagrama de momente din aceeaşi forţă unitară aplicată pe direcţia 

gradului de libertate dinamică k pe sistemul static determinat; 
M(ug =1) – diagrama de momente pe structura reală static nedeterminată 

din încărcarea cu cedarea de  reazem ug = 1. 
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Pentru structurile de poduri pentru care acceptăm că excitaţiile sunt 

sincrone, identice la toate fundaţiile, încărcarea ug = 1 conduce la o deplasare de 
corp rigid a structurii și se definesc direct componentele vectorului r: 

 

 
 
{ } { }0...01...111=Tr  

în care   
1=kuδ  pentru gradele de libertate dinamică paralele cu direcţia excitaţiei   

  ug = 1; 
0=kuδ  pentru gradele de libertate dinamică  perpendiculare pe direcţia  

   excitaţiei ug = 1. 
 
Soluția  ecuației  diferențiale  [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ]{ } ( )turMtKtCtM g&&

&&& −=Δ+Δ+Δ  se 
va obține apelând la procedeul suprapunerii modale ሺvezi cursul 9ሻ. 

 
Determinarea răspunsului seismic se face pe baza ecuaţiilor diferenţiale 

ale oscilaţiilor seismice. 
 
[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ]{ } ( )turMtKtCtM gt &&&&& −=Δ+Δ+Δ  

 
Prin integrarea ecuaţiilor diferenţiale rezultă un răspuns riguros numai în 

condiţiile calculului elastic liniar, atunci când materialul este solicitat sub limita 
elastică şi când amplitudinile oscilaţiilor seismice respectă ipoteza micilor 
deplasări. 

Sistemul de ecuaţii este un sistem complet de “n” ecuaţii cu “n” 
necunoscute, omogen, fiecare ecuaţie conţinând “n” termeni corespunzători 
celor “n” grade de libertate dinamică. 
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Rezolvarea sistemului de ecuaţii este foarte dificilă datorită formei 
ecuaţiilor şi a faptului că membrul drept nu se poate integra decât numeric, 
funcţia  respectivă neputând fi înlocuită cu o funcţie analitică uşor de integrat. 

Metoda analizei modale este o metodă ce simplifică deosebit de mult 
integrarea ecuaţiilor prin faptul că de la un sistem de “n” ecuaţii cuplate se 
ajunge la un sistem de “n” ecuaţii independente, decuplate. 

Metoda analizei modale are la bază descompunerea oscilaţiei generale  
( )ttΔ  în componente corespunzătoare modurilor normale de vibraţie. 

 
Practic, ( )tkiΔ    poate fi scris ca produs a doi parametrii: ( ) ( )tyt ikiki φ=Δ  
• parametrul de poziţie al gradului de libertate dinamică pe structură 

(coordonata spaţială kiφ ) (amplitudinea relativă);  
• parametrul de timp – o funcţie specifică fiecărui mod de vibraţie i 

care arată cum variază deformata structurii în modul respectiv de 
vibraţie.  

unde indicele i se referă la modul de vibraţie, i=1,n; 
             k se referă la gradul de libertate dinamică. 

 
 

 
 
Deci, deplasarea pe direcţia fiecărui grad de libertate dinamică se poate 

scrie sub forma: 
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sau, sub formă matriceală: ( ){ } [ ] ( ){ }tyt Φ=Δ  

 
Plecând de la vectorul deplasărilor scris sub formă matriceală, putem 

obţine vectorul vitezelor şi al acceleraţiilor scrise tot sub formă matriceală: 
( ){ } [ ] ( ){ }tyt && Φ=Δ  , respectiv ( ){ } [ ] ( ){ }tyt &&&& Φ=Δ . 

 
Revenind la ecuaţiile diferenţiale ale oscilaţiilor seismice, folosind 

notaţiile de mai sus, se obţine nouă formă a acestora: 
 

[ ][ ] ( ){ } [ ][ ] ( ){ } [ ][ ] ( ){ } [ ]{ } ( )turMtyKtyCtyM g&&&&& −=Φ+Φ+Φ  

 
Dacă ecuaţia anterioară se premultiplică cu [ ]TΦ , se obţine:  

[ ] [ ][ ] ( ){ } [ ] [ ][ ] ( ){ } [ ] [ ][ ] ( ){ } [ ] [ ]{ } ( )turMtyKtyCtyM TTTT &&&&& Φ−=ΦΦ+ΦΦ+ΦΦ  

 
Aplicând proprietatea de ortogonalitate a modurilor normale de 

vibraţie în raport cu matricele [ ]M , [ ]C  şi[ ]K , rezultă: 
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 [ ]*M , [ ]*C  şi[ ]*K  sunt matricele maselor generalizate, a amortizărilor 
generalizate şi respectiv a rigidităţilor generalizate.  
 

Ecuaţiile diferenţiale ale oscilaţiilor seismice pot fi scrise sub forma: 
 

[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } { } ( )tuPtyKtyCtyM g&&&&& **** −=++  

unde { } [ ] [ ]{ }rMP TΦ=*  este vectorul forţelor generalizate. 
 



Matricile sunt diagonale, deci sistemul de ecuaţii se decuplează, fiecare 
ecuaţie conţinând numai caracteristicile mişcării dintr-un anumit mod de 
vibraţie. 
  

Astfel, ecuaţia de mişcare corespunzătoare modului de vibraţie i are 
forma: 

( ) ( ) ( ) ( )tuPtyKtyCtyM giiiiiii &&&&& **** −=++  

 
Ecuaţia este similară cu ecuaţia vibraţiilor sistemelor cu un grad de 

libertate dinamică în care s-au făcut notaţiile: 
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Revenind la ecuaţia anterioară, prin înlocuirea termenilor corespunzători 
cu notaţiile de mai sus şi prin împărţirea ecuaţiei la *

iM  obţinem: 
 
( ) ( ) ( ) ( )tuAtytyty giiiiiii &&&&& −=++ 22 ωωξ  

 
Cu Ai s-a notat factorul de participare care ne arată cât din acceleraţia 

de la baza structurii se repartizează modului i de vibraţie: 
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Acest factor de participare prezintă importanţă pentru stabilirea 

numărului j al modurilor de vibraţie care au aport determinant în 

răspunsul total al structurii astfel încât: 9,0
1

≥∑
=

n

j
jA . 

Ultima formă în care sunt scrise ecuaţiile oscilaţiilor seismice permite 
decuplarea ecuaţiilor, fiecare conţinând câte o necunoscută yi(t).  

Acestea sunt ecuaţii diferenţiale de ordinul II, complete şi neomogene. 
Soluţia ecuaţiei este alcătuită din două componente: 
( ) ( )[ ] ( )[ ] aparticulariomogenaii tytyty +=  



Soluţia omogenă poate fi neglijată deoarece corespunde vibraţiilor libere 
care se amortizează rapid, după câteva perioade proprii. 
  

Soluţia particulară este dată prin integrala Duhamel: 
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unde   2* 1 iii ξωω −=  - pulsaţia proprie a structurii în modul i pentru
     vibraţii amortizate (dacă iii ωωξ ≅⇒< *2,0 ); 
  iξ  - fracţiunea din amortizarea critică;  
      
  

Cu ajutorul integralei Duhamel se poate obţine răspunsul structurii pentru 
fiecare mod de vibrație i  în: 

 
•  deplasări relative 
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în care s-a făcut notaţia   
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- este numit coeficient de formă deoarece variază cu forma deformată 
a modului i de vibraţie şi care arată cum este distribuită acceleraţia 
din modul i pe fiecare grad de libertate dinamică k; 
 

• viteze relative 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ −−==Δ −−
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cos ττωτηφ τωξ&&&&  

• acceleraţii absolute 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ −=+=Δ −−
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sin ττωτωηφ τωξ&&&&&&&&  

• forţe seismice 

( ) ( ) ( )∫ −= −−
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Integralele se pot efectua prin calcul numeric dacă se cunoaşte 

accelerograma ( )tug&&  din înregistrări sau pentru anumite cutremure simulate pe 
platformele seismice. 

Răspunsul total al structurii se obține  prin  suprapunerea  efectelor 
corespunzătoare modurilor proprii. 

 
 

2.5. Determinarea răspunsului seismic al structurilor cu număr finit de 
grade de libertate dinamică prin analiză modală spectrală 

 
Expresiile anterioare arată că forţele seismice (respectiv comportarea 

structurii) depind de 2 parametrii: 
 

  parametrii ce iau în considerare manifestarea undelor seismice în 
amplasament prin accelerograma  ( )tug&&   care depinde de: 

 
•  magnitudinea cutremurului; 
•  adâncimea focarului; 
•  distanţa la epicentru; 
•  natura straturilor geologice prin care se propagă undele; 
•  caracteristicile geotehnice ale terenului de fundare din 

 amplasament. 
 

  caracteristicile elastice şi dinamice ale structurii prin:  
•  pulsaţia proprie; 
•  prin fracţiunea din amortizarea critică. 
 

Răspunsul seismic instantaneu în deplasări relative obţinut prin analiză 
modală la sisteme cu număr finit de grade de libertate dinamice, în modul i de 
vibraţie, pentru ξ<0,2 este de forma: 
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Această expresie este similară cu cea de la sisteme cu un singur grad de 
libertate dinamic, având în plus factorul de distribuţie al acceleraţiilor modale pe 
grade de libertate. 



 
Răspunsul maxim al structurii pentru fiecare mod de vibrație i se obţine 

evaluând valorile maxime ale integralelor, sub forma: 
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notat cu SVi, prin similitudine cu valorile maxime de la sisteme cu un grad de 
libertate, denumit spectrul vitezelor relative în modul i de vibraţie. 
  

În mod similar se va nota: 
 

- Spectrul acceleraţiilor absolute în modul i de vibraţie: ViiAi SS ω=  

- Spectrul deplasărilor relative în modul i de vibraţie: Vi
i

Di SS
ω
1

=  

 
Rezultă că valorile maxime SDi, SVi, SAi sunt identice cu SD , SV, SA pentru 

un sistem cu un singur grad de libertate dinamică care vibrează cu aceleaşi 
caracteristici proprii cu cele ale modului i ale sistemului cu mai multe grade de 
libertate dinamică (mişcarea rămânând descrisă prin aceeaşi accelerogramă 

( )tug&& ). 
Răspunsul maxim la sisteme cu număr finit de grade de libertate 

dinamică se poate exprima utilizând spectrele de răspuns modale definite 
pentru sistemele cu un grad de libertate dinamică: 

 
( ) ( ) ( )iiAAiiiVViiiDDi TSSTSSTSS ξξξ ,;,;, === . 

 
Plecând de la expresiile răspunsurilor modale instantanee se obţin 

următoarele expresii pentru răspunsurile modale seismice maxime, date separat 
pentru fiecare grad de libertate dinamică k şi pe ansamblul structurii, pentru 
toate gradele de libertate: 
 
- deplasări relative modale maxime: 

( ) Diki
i

Vi
kikiki SSt η
ω

η ==Δ=Δ
max  { } { } Diii Sη=Δ  

 



- viteze relative modale maxime: 
( ) Vikikiki St η=Δ=Δ

max
&&   { } { } Viii Sη=Δ&  

 
- acceleraţii absolute modale maxime: 

( ) Aiikikiki St ωη=Δ=Δ
max

&&&&   { } { } Aiii Sη=Δ  

 
- forţe seismice modale maxime: 

( ) ( ) Aikikkikkiki SmtmtSS η=Δ==
maxmax

&&
  { } [ ]{ } Aiii SMS η=  

 
 

2.6. Evaluarea acţiunilor seismice după normativ 
  

Pentru evaluarea acţiunilor seismice normele pleacă de la metoda curbelor 
spectrale, considerând că forţele seismice reprezintă forţele de inerţie maxime:  

 
( )TmSmaS dII γγ == max  

 
Normativul de poduri specifică următoarele:  
Pentru structuri cu mai multe grade de libertate dinamică se determină 

acţiunile seismice pentru fiecare mod de vibraţie în parte, adică prin aplicarea 
metodei spectrale multimodale. Din teoria de calcul din domeniul dinamic liniar, 
forţa sesimică pe direcţia gradului de libertate dinamică k din modul de vibraţie 
i are următoarea expresie: 

 

 ( )idikkIikkIik TSmamS ,,, ηγγ ==  
 
unde   γI este factorul de importanţă al structurii; 
  mk - masa care vibrează după direcţia gradului de libertate dinamică k; 
 ( )idikik TSa ,, η=  - reprezintă acceleraţia pe direcţia gradului de libertate  

     dinamică k, în modul i de vibraţie; 
 ikiki Aφη = - factor de distribuţie al acceleraţiilor la nivelul fiecărui grad de  

      libertate dinamică k în modul i de vibraţie; 
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- factor de distribuţie a acceleraţiilor totale pe moduri de vibraţie; 



 
kiφ - amplitudinea relativă a masei care vibrează pe  direcţia gradului de  

       libertate dinamică k în modul i de vibraţie;  
rk - deplasarea pe direcţia gradului de libertate dinamică k din impunerea  

unei deplasări unitare de corp rigid a bazei de rezemare pe direcţia    
excitaţiei;  

Sd(Ti)  - valoarea corespunzătoare perioadei Ti din spectrul acceleraţiilor  
  de proiectare.  
Sd(Ti) = ag βd(Ti) , în care:  

    ag = ksg  este acceleraţia de vârf a mişcării la suprafaţa terenului din  
         amplasament (dată prin zonarea seismica a amplasamentului); 

    βd(Ti) – spectrul normalizat de proiectare pentru acceleraţii. 
 
 Rezultă astfel forma finală a acțiunilor  seismice  ce  se mobilizează  pe 
masele în mișcare în fiecare mod de vibrație în parte: 
 
 
 
 

Factorul de importanţă γI 
Diferenţierea siguranţei construcției  este introdusă prin clasificarea 

structurilor în diferite clase de importanţă şi de expunere la cutremur.  
Fiecărei clase de importanţă i se atribuie un factor de importanţă γI. 

Diferitele niveluri de siguranţă se obţin multiplicând parametrii acţiunii seismice 
de referinţă cu factorul de importanţă. 

 
Cls. 
imp.  

Descrierea podului (Eurocode 8) γI  

I  Toate podurile aflate pe căi de comunicaţie care trebuie sǎ 
asigure accesul în zonǎ sau acolo unde nu există alte variante 

1,3 

II  Poduri de importanţǎ normală, cele care nu intră în celelalte douǎ 
categorii 

1,0 

III  Poduri de importanţǎ redusǎ, podurile provizorii, poduri cu trafic 
redus  

0,7 

 

( ) ( ) kikidsIidikkIik GTkTSmS ,,, ηβγηγ ==



Răspunsul final 
Suprapunerea rǎspunsului în modurile de vibraţie nu se poate face 

algebric deoarece maximul dintr-un anumit mod de vibraţie nu se produce la 
acelaşi moment de timp şi în alt mod de vibraţie.  

Suprapunerea se poate face dupǎ mai multe metode, dintre care menționăm: 
 

•  CQC (Combined Quadratic Combination): ∑∑
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factor de corelare a modurilor în funcție de frecvența modală      

jir ωω /=   și coeficienții de amortizare modală ai structurii ji ξξ ,  
 

•  SRSS suprapunerea medie pǎtraticǎ simplǎ (Square Root of the 
    

   sum of the squares): ( )∑
=

=
n

i

k
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k RR
1

2
 

 
 
Exemplu: Analiza modală spectrală a unui pod hobanat – aplicația 5 studiată în 
anul III la MEF. 
 

 



 
 

Accelerograma aplicată la baza de rezemare pe direcția axei OX  
(longitudinal podului) 

 
 
 
 
 
 

Răspunsul în accelerații pe direcția axei OX înregistrat în vârful pilonului 

 



 
 

Răspunsul în accelerații pe direcția axei OX înregistrat în mijlocul tablierului 
 

 
 
 
 
 

Accelerograma aplicată la baza de rezemare pe direcția axei OZ  
(transversal podului) 

 

 



 
 

Răspunsul în accelerații pe direcția axei OZ înregistrat în vârful pilonului 
 

 
 
 
 
 
 

Răspunsul în accelerații pe direcția axei OZ înregistrat în mijlocul tablierului 
 

 



 
Răspunsul în deplasări pe direcția axei OX înregistrat în vârful pilonului 

 

 
 
 
 
 
 

Răspunsul în deplasări pe direcția axei OZ înregistrat în vârful pilonului 
 

 
 



 
 

Răspunsul în deplasări pe direcția axei OY înregistrat în vârful pilonului 
 

 
 
 
 
 
 

Răspunsul în deplasări pe direcția celor 3 axe înregistrat în vârful pilonului 
 

 



 
 
 

Răspunsul în deplasări pe direcția axei OX înregistrat în mijlocul tablierului 
 

 
 
 
 
 

Răspunsul în deplasări pe direcția axei OZ înregistrat în mijlocul tablierului 
 

 



 
 

Răspunsul în deplasări pe direcția axei OY înregistrat în mijlocul tablierului 
 

 
 
 
 

Răspunsul în deplasări pe direcția celor 3 axe  
înregistrat în mijlocul tablierului 

 

 
 



 
Accelerogramele aplicate pe direcția celor 3 axe 

 

 
 
 
 

Răspunsul în accelerații pe direcția celor 3 axe înregistrat în vârful pilonului 
 

 
 

 


